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Complementos ortogonais
Seja V um EPI. Para cada v € V, a transformacio
x = (v, x)

é linear. Qual o seu nicleo?

Definicio
Seja V um EPI.

@ (Revisdo) Dois vetores u, v € V sdo ortogonais se (u,v) = 0.
Escrevemos u L v.

@ Dois subconjuntos X, Y C V s3o ortogonais se x | y para todos
x€ X eye€Y. Escrevemos X 1 Y.

@ Escrevemos v L X (ou X L v)se {v} L X.

@ O complemento ortogonal de X C V é

Xt={veV:vlX}

v
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Complementos ortogonais
Propriedades basicas

Teorema
Seja V um EPI.

@ O complemento ortogonal X de qualquer subconjunto X C V é um
subespaco de V.

@ Para cada subespaco W de V, vale que

Wn Wt ={oy}
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Complementos ortogonais

Propriedades basicas

Para cada x € X, considere a transformac&o linear
Te: V=R, T«(v) = (v, x).

Note que X+ = Nykex ker(Tx), uma interseccdo de subespacos, logo um
subespaco vetorial.

Se v e WnN W, entdo (v,v) =0, logo v = 0y (pela positividade estrita
do produto). Portanto W N W+ = {0y}
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Complementos ortogonais

S3o0 complementos mesmo?

Segue que a soma W + W é sempre direta.

Pergunta
Quando que um EPI V é V = W @& W para W C V subespaco?

Teorema

Seja V = U@ W. Sdo equivalentes:
Qo ULW,
Qo wW=uUt;
Q@ U=Wwt

Basta provar (1)=(2).
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Complementos ortogonais

S3o0 complementos mesmo?

Teorema
Seja V = U @ W. Sio equivalentes:
Qo uU.LW;

o W=uU'

Q@ U=Wwt

1)=(2):

Se U L W, entio W C UL. Dai
V=UaWCcCUaU"CV.

Logo as inclusdes s3o igualdades, U C U e W C U+
Elon, ex. 2.34 W UJ_
_ = .
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Complementos ortogonais

S3o0 complementos mesmo?

Teorema
Seja V = U@ W. So equivalentes:
o U.LW,

o W=U-

Q@ U=Wwt

1)=(2):

Alternativamente, se U | W, entido W C U-L.
Seve UL, entdiov=u+w, onde u e U,w € W. Mas dai

0= (v,u) = (u,u) + (w,u) = (u, u),

logou=0yev=weW.
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Projecdes

Defini¢do

Seja V' um espaco vetorial. Uma projecdo é uma transformacao linear
P:V — V tal que P?> = P. (Também se diz que P é idempotente.)
Se W = P(V), dizemos que P é uma projecdo sobre W.

Por exemplo:

Q@ SeV=Xa@Y, pondo, paratodos x € X ey Y

Px(x +y) = x, Py(x+y)=y

entdo Px e Py sdo proje¢Ges.

@ Se P & uma projecdo, entdo V = im(P) @ ker(P), e P(x +y) = x
para x € im(P) e y € ker(P).
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Projecdes

@ As transformacdes P, Q: R? — R?,

P(x,y) = (—2x —6y,x+3y) e Q(x,y)=(x,—=x)

sdo projecdes distintas sobre o mesmo subespago span {(—2,1)}.
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ProjecGes ortogonais

Defini¢do
Uma projecdo P: V — V em um EPI é dita ser uma projecdo ortogonal
se (v — P(v)) L im(P) para todo v € V.

Teorema

| \

Para cada subespaco W de um EPI V, existe no maximo uma dnica
projecdo ortogonal sobre W'

Note que se P é uma projecdo ortogonal sobre W, ent3o para quaisquer
veVewe W,

(v—P(v),w) =0, ou seja, (v,w) = (P(v),w).
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ProjecGes ortogonais
Unicidade

Suponha que Py, P, s3o projecdes ortogonais de V sobre W. Entdo para
qualquer v € V,

Q (v, P1(v)) = (P(v), Pr(v))

Q (v, Pa(v)) = (P1(v), P2(v));

Q (v, Pi(v)) = (P2(v), Pr(v));

Q (v, Pa(v)) = (Pa(v), Pa(v))
Segue que

IP1(v) = P2(v)|I> = (P1(v), Pi(v)) = (P1(v), Pa(v))

(Pa(v), P1(v)) + (P2(v), P2(v))
= (v, P1(v)) — (v, P2(v)) = (v, P1(v)) + (v, P2(v))
=0

logo Pi(v) = P2(v), qualquer que seja v.
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ProjecGes ortogonais

Definicdo

Sejam V um EPl e W um subespaco. Quando existir, a projecdo ortogonal
de W em V é denotada por projy,: V — V.
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ProjecGes ortogonais

Dimens3o finita

Sejam V um EPI, W um subespaco de dimenséo finita e
O ={w,un,...,um} uma base ortonormal para W. Entdo existe a

projecdo ortogonal de V' sobre W, que é dada por

m

P(V) = Z<V7 U,'>U,'.

i=1

Note que
@ Se w € W, entdo P(w) = w;
@ Sev eV, entdo P(v) € W, logo P(P(v)) = P(v).
@ Portanto P? = P, ou seja, P é uma projec3o.
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ProjecGes ortogonais

Dimens3o finita

Dados v € V e j € {1,..., m}, temos que

(P(v). uj) = <Z<v, i i, >

i=1

3

(v, uj)(ui, uj)

I
S~~~

v, uj)

Assim, (P(v) — v, u;) = 0 para qualquer j, i.e., (P(v) —v) L u;.
combinacgdes lineares (P(V) _ V) LW para todo v € V.
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ProjecGes ortogonais
Propriedades

Teorema

Seja projy, : V — V uma projecdo ortogonal em um EPI V.
Q@ w = projy(v) é o dnico vetor de W para o qual (v —w) L W.
@ projyy(v) é a melhor aproximagdo de v em W, no sentido de que se
w € WA {projyy(v)}, entdo ||v — projy (v)|| < [lv — wl|.
© Desigualdade de Bessel: || projy, (v)| < ||v|-
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ProjecGes ortogonais

Propriedades: @ w = proj,,(v) é o tnico vetor para o qual (v —w) L W.

O problema de (1) & mostrar a unicidade do vetor w € W tal que
(v—w) L W.

Suponha que wy, wy € W sdo tais que (v —w;) L W, i.e., (v —w;) € Wt
para i = 1,2. Entdo

wy—wy € W, e W1—W2:(V—W2)—(V—W1)EWL,

|Og0 w1 = Wo.
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ProjecGes ortogonais

Propriedades: @ proj, (v) é a melhor aproximagédo de v em W, no sentido de
que se w € W\ {proj,(v)}, entdo ||v — proj, (v)|| < |[v — w]|.

Nas hipéteses do item (2):

. Como (v — projy(v)) L
lv = wlf? = [|(v — proju(
= |lv = projw(v
> [lv = projy (v
w projw (v)

logo [|v — wl| > [[v — projyy (v)]|
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Projecdes ortogonais
Propriedades: @ Desigualdade de Bessel: || proj,, (v)|| < ||v]|.

Como (v — projyy(v)) L projyy(v), entdo

[v][? = ||(v — projw(v)) + projy (v)||?
= ||(v = proju (v))[I* + || projw (v)||?
> | projy (v)|12

portanto ||v|| > || projyy (v)]|.
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ProjecGes ortogonais

Propriedades em dimens3o finita

Teorema (Desigualdade de Bessel em dimens3o finita)

Sejam V um EPl e O = {ey,...,em} um subconjunto ortonormal. Entdo
m
> (v, &) < v
i=1
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Expansdo de Fourier

Se O = {e1,...,em} &€ um subconjunto ortonormal de um EPI V ev € V,
chamamos

m

projspan O(V) = Z<V7 ef>ei

i=1
— <V7 e1>e1 oo e <V7 em>em

de expansao de Fourier de v com respeito a O.
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Decomposicdo ortogonal

Teorema (Teorema da decomposi¢do ortogonal)

Sejam V um EPl e W C V um subespaco. Entdo V' se decompde como
V=wewt

se, e somente se, existe a projecdo ortogonal projy, de V sobre W.
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Decomposicdo ortogonal

Se V=W @ W, entdo a transformacio
P:V =V, P(x+y)=x para xe W,yec W,

é a projecdo ortogonal de V em W:
o P(P(x+y)) = P(x) = P(x +0v) = P(x +)
@ Sev=x+yeV, entdo

v—P(V)=v—-x=ye Wt

ou seja, (v — P(v)) L W.
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Decomposicdo ortogonal

Se existe a projecdo ortogonal proj,y, entdo para todo v € V temos
(v —projy(v)) € Wte

v = (v — projy(v)) + proju (v),
—_—
cw-t ew

portanto V = W 4 W+, J4 sabemos que W N W+ = {0y}, logo
V=waow

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 19

Comp. & proj. ort. 23 /32



Complementos e projeces ortogonais

Propriedades elementares

Teorema

Sejam V' um EPI e projy, uma projecdo ortogonal sobre um subespaco W .
Entao

@ Paratodosv eV ewe W, vale que

(v, w) = (projyy(v), w)
e (WJ_)J_ = W
© projyy L =idy — projyy,
Q@ W+ = ker(projyy)

Item ja foi visto no slide 10.
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Complementos e projeces ortogonais

Propriedades elementares

Ja sabemos que V = W @& W, onde (W) L W.
Pelo Teorema do slide 5 com U = W+, obtemos W = U+ = (W+)L.

Isto termina o item (2).
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Complementos e projeces ortogonais

Propriedades elementares

Como V =W+ @ W = W@ (W)L, o teorema do slide 21 implica que
existe a projecdo ortogonal projy ..

Dado v € V, seja k = v — projy(v). Entdo

k1l W
ou seja,
o ke wt
Algebra Linear, aula 19
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Complementos e projeces ortogonais

Propriedades elementares

o ke Wt
Além disso,
v —k = projy(v) L Wt

ou seja,
o (v— k)L wt
Pela parte de unicidade do teorema do slide 15(1), obtemos
projy . (v) = k = v — projyy(v)

para qualquer v.
Isso significa que projyy. = idy — projyy,, que é o item (3).
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Complementos e projeces ortogonais

Propriedades elementares

Como projyy, . = idy — projy, entdo

ve Wt — projyi(v)=v
<= (idy —projy/)(v) = v
< v—projy(v)=v
<= projy(v) =0v
<= v € ker(projyy)
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Caracterizando bases ortonormais

Teorema

Seja O = {e1, e,...,en} um subconjunto ortonormal de um EPI V e
W = span(0). Séo equivalentes:

@ O é uma base ortonormal para V;
Q@ 0t ={0v};
© Todov €V éigual 4 sua expansdo de Fourier com respeito a O:
v=(v,er)er + - -+ (v,en)en
(continua. . .)

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 19 Comp. & proj. ort. 29 /32



Caracterizando bases ortonormais

Teorema (. .. continua¢&o)

Q Para todo v € V, vale a identidade de Parseval (versio 1):
”VH2 = <V7 61>2 +o <V7 en>2

@ Para todos v,w € V, vale a identidade de Parseval (versio 2):

(v,w) = (v,e1){w,e1) + -+ (v, en)(w, en)
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Caracterizando bases ortonormais

@ O & uma base ortonormal para V;
Q 0t ={ov};

© Todo v € V & igual a sua expansio de Fourier com respeito a O:

v={_v,er)e1 + -+ (v,en)en

(1)=(3)=(2) ja sabemos.
Se (2) vale, entdo

(span O)" = ker(projepano) = 0+ = {Ov} .

Mas dai
span O = {0y }* =V,

logo O é gerador e ortonormal, portanto uma base ortonormal.
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Caracterizando bases ortonormais

@ O é uma base ortonormal para V;

Q@ 0+ ={ov}

© Para todo v € V, vale a identidade de Parseval (versdo 1):
IVl = (v, e1)® + - + (v, en)?

© Para todos v,w € V, vale a identidade de Parseval (versio 2):

(viw) = (v,e1){w,e1) + -+ (v,en){w, e,)

(1)=(5) =(4) =(2) sdo faceis, e acabamos de ver (2)=-(1).
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